Detection of fatigue cracks in a beam using a

spatio-temporal dynamical system

identification method by Guo, L.Z. & Billings, S.A.
 
 
DETECTION OF FATIGUE CRACKS IN A BEAM USING A 
SPATIO-TEMPORAL DYNAMICAL SYSTEM 
IDENTIFICATION METHOD 
 
 
 
 
 
Guo, L. Z. and  Billings, S. A. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Department of Automatic Control and Systems Engineering 
University of Sheffield 
Sheffield, S1 3JD 
UK 
 
 
 
 
Research Report No. 907 
October 2005 
   	
     
	 
   

    	 
  
    	  
  Æ	
Æ	   ! "
 
  	
 
 	 	  	 	  	   	   

	  
   
  	 
	 
 	 	  


	
   
  	 
  	

	 	 
  	 	 

   	

	 		  	
  	 
	
	  
 
   


   	 	   

	 		 
 	 	 
 	 	  !"# 
   	  

 
  
  	 $

	 %
	 &
 $%&# 		 	

   !" 
    
   		 	
 
  
 
 	
  	 
   

 
  
	 
  	
   	 	
	
	  	 
	  	 	 	  	 

	 	
      
  
 	
 	  
	 	

 	 
	 		 	  	   	  	 
	
 
	

  	 
	 	 	
     
  	 
	  


 	 
	   ! 	 

 
" #
  	  
	 	
 	 			   
	   
 	  
	 	 

	 	   	  	 
	 
	 	 $    
	 
	 	  %
 	 	

 &'()" 
	 
	  
	 % &''" 	 	
 	
  % 	  &''"   	   	
 	
 
 	 
	 
	 	 	
 
  		  
 
  	 	
 
  	 	   	  

  	  
&
*
 	 
 	
 
	 	   	  	 
 +  
%
 	 	

 &'()"  , 	
  
 
	  		 	  
	 
	  	  
	  	  	  	
 	
	
  	  	 

	 -   
 	 	  
	 	  	 

 

	      			 
	  	  		 

 	 	
	

 	
  

  
 
	  	
  
+ 
  



   
 	 
  	
 
	  	 	 
 	

 		 	 		  

 
  	    +	  

+ 	 		 
  
	  
	 
*
 	 	
	 	      	   	 
	  
	  		 	
   
	 	   +	 	
  	

   	     	   	
	 	 	
  	 
	   ./
	 
   		 
   	  
+	   	
	 		  	    
	

	

  %	 	    &"  	 %	   " 	  0 	
$   !"   +	 	
  	
 	   	 	 	
	
   
 	 	       	
 
	 	  	
	 %1"   	
	  -    	 
 	
	 
 	 	 2 	 
    / 	
	  -
 	  	
	 		    	
 
  	 	 
	     	    	 	 
  
  %1   	

	  %1  
    	 ( 3 	 	 / 



 		 	
  	
	 	 
 
	 	 	
	
 
	 4	 &'(! &'(5 &'('	 &'(' 	 &''6" %13 	   
  
	
 .	   	
 7	 	 #	 &''8" 

 9			 &''" 	
	 	  . . # %	 	 1 &''!" 	 
	 9			 	 4	 &''8" -  	
 	 %1      
 	  	 	 
	 	  
	  	  	
	
 +	    	   
 +	   	 

	 	    
	 		 
 	 	 %1   + 	 
+
    
  	 :
	 *
	
 ;
 :*;" 		
 	

 % 	 4

 &'('"   %1      
  		
	
   
 		 
 	   	       
	
   			   
  	
 	 	 		 			   
	
 	   	    		  		 
	 		 
 	 
 
 
	 
	  

  	
  
	 	    
 	 	   	 	 
	
	     
	 		 
  	    	   %1
  
   6    	
	  +	
	
 
   

 
 	 
  		 	
	
 	
 
   )  ! 	  
 +	 	
	   
	
 
 	 +	  	
    5

yx
l
P sin wt
*
 &< 	 	
	   	

 	    	  
*
  
   
	 	  	 + 	    
	
	  		 
  	 	 
    "  
	 		   	 


	     * &"  	 	
  	 	 

  
	
 	
  	 /
	 	
  	   +   	 	 	
 	 

  
	
 /  	 	
  
   

 

 
="

 


 
> ? "

 


 
?

 

 
=	"




 
> @ 
 " &"

 " 	 " 	
  ./
	 
   	  
 	 

  	 
  
	     	
	 	   	 

 	
 
  	 
  	 	   Æ  
	 

-   
  	   	     A
 	  
	 
  



  &"  +  

 

 
="

 


 
> ? "

 


 
@ 
 " "
  	
  	

  " @  B


  " @  B

 


 
 " @  B





 " @  6"
6
  +
  	
  	     

	  	  	 	
 	 		   	  	
  	 	     
  	
 
	
 	 	
 	
 A

    	 
	   	  	 	 
    " 
 	 	

	 	 	 		 	 	
 
  	 
   	 
  
	  
 
	 	  	  	
 
	  
 +	
 	 
  	  	 
	 	
	
    	
	
   	  

  
	   ./
	 
   		 
 	 
 	  @    			 
        	 
 	 
	 	 
   
 	    	

-  	  	 
	 
	 	  
	  
  	 
  
  	
 	     	   	     
	 	
	

  
   /

 @
 
 
 
 
 




 
 
  

)"

 

@ & 



"  	 	
   
	 
	 	 

    
 		 
 	 

      		 
 


 
 	    	  

   	   
 " 
 
	  	
 
 	 
	 	   
	   	  
	 	
	

  		 	
 @
 
 
 
 
  




 
 
 

!"
  
	 	
	
  +  	  ./
	 
   		 

 

"  	
	    			 /

 @ 

" @ 

=& Æ 

"> 5"

 

  ./
	 
     		 
 	 

 

	   		 
   	
     
 	 
 "   

 " @   Æ 

"  

"Æ 

" 8"

   	  	
  	 	  
   /
	 	
 /	 Æ

"
 	 C
	 	  	 

@    
	   
    /
	
	
 
  	       	 D 	  /
	 
 
  8"
)
0
20
40
60
80
100
120
0
20
40
60
80
100
120
−0.01
−0.005
0
0.005
0.01
0.015
0.02
0.025
0.03
tx
y(x
,t)
*
 <   
	    	 
	 	
 
 	 
 	 		 	 
   	  

  		 
.   	           @ 

   		

  	 

	     A
  	 

	
  2 Æ 	 
	 	 
	  
   		 	 
 	 

@  '  

	   
  
	   		 	 

  	
	 2
	 	 " E    6"8" 	 
	 
 	 


 ;4	   		 	 
	  & 	  	

	   & 	  	 	 	  
	  	   
	   	 	 
	   
	 	 	 	 

@    @ &   	
	
    
	
	
 
 " @ 66' 6 ?  8 D
 
 " @ &''66 ?   F   @   
  
    	  @ &  

@  &8  @ &  ?  ) 

 @  6) 	 

@     		
   * " , 	 		 	  2  	 	 
	   /	 

	
 
  
	 	 	     	 	 
    "
-  	
 	 	
	 +	    
 	 	 	
	 
 
	  

   
, %1   	 
 	 	  

	  	
	 	 
  +  	 	 	  1   	 	 	   
  	 
 
	 
  @ 

     

"   

   
 %1  
	
	 		  + 
      

" @  &"  &"" ("
!
" @ ""

 " @ 
	
"
	 

  @

	 


	
 
	
 

 " @ 
	
"
	 

  @

	 


	
 
	
 

 	
" @ 
	
"
	 

  @

	 


	
 

 	
  	 	  	  

 <       	   2
	 	  @ 
	

	 

	  <     	  
2
	 	   @ 
	

	 


  %1  (" 	 	  
  
   /   	 

	
" @ 
	

	
 &" 
	
 &" 


	
 &" 


	
 &"" '"

	
" @ 
	

	
" 


	
 &""   

 
	
"  
	
 

 
	
"  
	
 

 	 
	
"  
	
 

 
	
 
	
 	 
	
	
    
	 	 
 

  	 	  	  	
	 

	      

 	 		  
	
   + 	


@ 

 
 


     

 
" & "
 	



	
" @ 
	
 
" 
	

"     
	
 
"" &&"

  

  
 
      

	
     
      	   
  
	
     .  	  	 	
	
 
0
	   	 	 	    

	

	
" @ !
	




	
"



	
" 

 




	
" 

 




	
"" &"
	  
 
 	  
 '" - &"   	 		
  
	
  	




	
" @ 
	
 &" 
	
 "     
	
 

"" &6"
 	 -  &" !
	
    	
 
	 	
 2
	 	  
 
   	  	  	
	 	   	
	 	  

 - !
	
    	
    	
  !
	
	  Æ  	 
		
+	  -   
	  	
/	 	
  	

  			 		  	    	  
 


  	 	 



   	
 +	  	 	 
		  0		
5

		 	  	 	 -  	
 	 	
  	 	  
	
/	  %1  &"
 
 -  
  	  !
	
@ !


 	  "    %1   
 
 		  	  
 ,  	

  +
	 
   	
	 	  	    
	

	

 -  	
  +	 
   	
	 
	   
 	 	   
	  
  


0
	 	 	
	 	    
  	 	
	 2
	 	 	
 
 	 	 %1  *
 	 

  	
	 2
	 	 "
 	
/	  		 	  
	  	 + 2
  	 


 " @  " 
 
 " @  " 	  " @ 
 "   " 	  

 	   %1 


	
" @ 

	
 &" ? #
 
	
"

 
	
" @ 
 
	
 &" ? #
&

	

	
"
#



	

	


	 
" 
	
? 
	
"

	
"
?
	
? )
	
?  &"

	
" 
	
? 
	
"

	
" 
	
 
	
"

	 
""

	
" @ 

	
" &)"

 

	
@ 
	
 " 
 
	
@ G
	
 "  @ 
	
 
	
  @ &    $  	 #    	

	
:   	  	
	  	  		 

	  ./
	 
 " 
 	     	
 		 
  +	  %1    	
	 	  	 

	  	  		 
    	  
    	 

   	    	 	  	 	 	   	

 	 ,   

 
 	
	
 	
 2
   	  

     
  +	   
	
	 	  	    	 	 +	 	
 

     
	 	 #
     	 
	 	 	
 A   	 	 
  *
 	 	  	 	  A &   &  
	 &        	 	 	 	  &     %1      
+ :  
 	 
 	   	   	 		
   
 	 
 /	  	 
 	   
 
	 	 
	 -  	   
	
   	  %1  
 	     	 -  	
 	
8

	  
    
   	 	   	
	  	  	
 	   
	 
 	  
 
 	 	 %1    +
	 		   
	 
    
   + %1   
  
  	 
   
 
 	  
 
 	  

 	    
   -  	  	 
   	 	 	  

  
 +	   + 	 		    	  

 
 -  
 
 	
  		   
  	 	
	  	 	 

   	
	
 
   	 
 	 
 
+ 	    	
 
 
  
	  
	  	 
	     	
 	
, 	  	 !
	
     &" 	
 	  	   + 1 H    	
	
	   	    +	 
  !
	
   H 	  	 	 
0 
	 
	
&"     
	


" 
	
&"     
	


" 	 

 




	
" 

 




	
""  
H  E  %1 +	   	
/	   
	 
!
	

  
	 -  	
  	
 	 
 
 %1 +	 
	 	
 

1 % @ %

     %

"  	 / 	  	   	 
 %

 	 
 

 	 &

 

   &



  	 
 	%	 @



%

 1   	  

	  I @ %		%	 '  	        	  	 

  
J

@  (

		%	 '  D 	 J

 	 )	 	 
 ) @ &???&"K?
  ??&"    ?&"K ,
/	 	
  !
	
 &"   	
	
/	 	 J

   

	

	
" @ *

?


	
 

*
	
 
&
	
 
"?


	
 



	

	
 
*
	
 
	

&
	
 
"&
	

"?   ?


	
 

  


	

	


*
	
 
	

&
	
 
   &
	

? +" &!"

 	 * 

 	 Æ 	 	 &" 

 	 
  
	
 
	
 	

 

 
 	 +"   


   

	 0 


	 &!"  E   +	 	
     +	 


    	  

 	 Æ -  	
 	 :

	 *
	
 ;
 	
 :*;" %  	 1 &'('"    
:*; 	
  	  
		   


 	 	 
	
 
  
	 
 	   L


 ; ;	 L;;" 

  % 	
4

 &'(("   	
 
  	 		
 	   	
Æ *
*
 	  		 


   @ ,




  :*; 	
 	  	
 	

 	


@ 

@ &    $
(
-
" @ ,

"
M
	

@
-



-


-

&5"


@ (.!	/
 

 

M
	
 

-






" @ (.!	/
 

 
..

" &8"
-


@ -

 
 /


@
-



-


-


&("
(

@ & &'"
 " "  &


@ 




 &  "
-

" @ ,

"



-



-


-


-



M
	

@
-



-


-

&"


@ (.!	/
 



M
	
 

-






" @ (.!	/
 


..

" "
-


@ -


 /


@
-



-


-


6"
(

@
-


,


-


-


  @ &     "  & )"
  

  
	 	  $

    
	 


&




..

' 0 !"
  
 0  	 	 


 
	 
  	  
  
   +	
  
	
  	 Æ 	
 		 
   	






*

 
*





*








	
@







& (
 
   (


 &


 (
 













     &






	







/


/

 



/








	
5"
'
	   
 	
 ,

 
     ,




	   	
  
	 +	 

 
  	
	
 	   	 
 	 C  		 	  
	 
 	     
 
 %1
+	
 
 C
  		 
  

  

 
"       


     	 

	 

   
 	
	    +	 	



 

	
 &"     

 

	
 

" 

 

	
 &"     

 

	
 

" 8"
  ,  
	 	 	
 	
  	  
 	 	
	
  
%1 
  ,  	   		   -  	  	
   
  		 
  
+  	 
 	 
     		


  ,  	 	 		 %1   
 
  
  	

   

  %  
 


 
 	 
     

    
  	   & 	 
	  	 

  	
 	 	  +
    +	  	 	
	
    	 ,   	
	
   	   +     
 

 		 

	 		
 	 N &'(5  	 O &'')"
  D 	   	 +	 

  		 
 


  

 
"   +  	   	 

 

"        -

 
  
   +  	   
 	
 	  
.  	  	    		 	 	   	    

 	
  +	 - 
	   	
 	
 
	  
 
	
	 	   
    
  
	   
 
   

 
 %		 &''"
 		   	   	    
  	  
  	
	  +	   	
	 	 	 	  	 	 
	  &  	  
   	 & &
& 
 
 L	 L;;

	
 &"  58?  '(8)  &

	
 " &66!?  &&!(! 
	 (  ) &)5& )

	 
 &" 66) ) & &6((( )

	 
 " &)(& &  8'5 !

	
 &" & 5(! 8 &8)86 !

	
 &"  &) & &6)!5 !

	 
 6" 8'!(&  &8) !

	
 " &6 '' & 5'688 5

	
 6" ) (!'  &!(&( 5

	
 " 8''5 ( & '!' 5
 	 &<   
 	 	
	
   +	 %1 
  & &  
    	
 	     	 

 
   
   5 	 5  & 
 	 	    	  @ & 

 D 	  	   		 
   @  5  


   @ 5 	    +
 	
 %
 	 	 /
	 
 	 	 	
 	
    	   	    	
	   	
	 	  
 	 %1  
  	
	 	   
   		 
 
+	 	 
	 
	   
 	  /
	 
   	
    @ '' 
    @ &  	  @ & & 	
 
 	 	
 "
 +	 		    		 
    @ '' $   	 
 	    6 	  
         &  ? & 	  ?   	 

 	  
  	
	 
  	
 	
 	 	 

	
&" 
	
" 
	
6" 
	
&" 
	
" 
	
6" 
	
&" 
	
" 
	
6" 
	

&" 
	
  " 
	
  6" 
	 
  &" 
	 
  " 
	 
  6" 
	 
  &" 
	 
  " 
	 
  6"
  +      	 &" 
 L;;   L


 ; ;	
 	 &"  	  	  

	 	   

	
" @     ( ?  58
	
 &" &66!
	
 " ?        & 5(!
	
 &" ("
        8''5
	
 " ?   &)
	
 &"  &6 ''
	
 " ?   ) (!'
	
 6"
 66) )
	 
 &" ?  &)(&
	 
 " ?   8'!(&
	 
 6"
  		 
  	 		 


 
 	  	 	   

  	 	
   * 6" 	 )" , 	 	   * !" 	
5""   


 	
 	 
 	
 	
 
 


   6 	 &  -
	  
 	  		 
 


 	     & 	    &! 

 +
 
 	    & 	    & 
   
 * 8& "   	
&&
0
20
40
60
80
100
120
0
20
40
60
80
100
120
−0.01
−0.005
0
0.005
0.01
0.015
0.02
0.025
0.03
tx
y(x
,t)
*
 6< :		 
    	 
	 	   + %1
 
 	  	
	  
	   		
 	   		 
 


 	 
	 	     		
 	    	  
	  
		
 	   		 
 


 	  		
 	  
 *
  +
  	   	 
  &   ''  		
 	
  		 
 


 	
 
 	 	 	
   A
   	
 
	
 
    6 	 &  ,  
	 +
  /  	

	   	
	 	  	 	   E    @ 6 	
 @ &  

      65 	 && 	     	
- 

  	 	 %1  
  		 	
	 	   	
	    	 &&
 
 +	 	
 	 	 		   		 
  	
	   	
%1      	 "   		 
 


   %1  
 

		2 	
	  	       ) 	     )    *&&"
*
  	 "  	   	  	  

	 	    

		2 	
	 

	
" @  ) 66&
	
 &" ?  !5! !
	
 &"  )&56
	
 6"
	 
 " '"
? 5& !
	
 &"
	 
 &"  !8(5
	
 6"
	 
 6" ?  !6(88
	 
 &"
	
 &"
 !&!8
	
 6"
	 
 6" ?  !(6!
	
 "
	
 " ?  &8)68
	 
 "
? (5
	
 6"
	
 6"
  	 
  	  + %1  (" 	 '" 
 
 	 /
 		 

	 
  
	 	  
	
&
0
20
40
60
80
100
120
0
20
40
60
80
100
120
−1.5
−1
−0.5
0
0.5
1
x 10−3
tx
e(x
,t)
*
 )< :		 
 


 
  (" 
 	  	
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0
10
20
30
40
50
60
70
80
90
100
t
x
−10
−5
0
5
x 10−4
*
 !<   	 	   		 
 


 
  (" 
 	
 	
&6
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
2
4
6
8
10
12
14
16
18
t
x
−10
−5
0
5
x 10−4
*
 5<   	 	    		 
 


 	
  		

 

@  5
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
−2
0
2
4
6
8
10
12
x 10−3
x
m
ea
n(y
)
*
 8< 	 	         	
&)
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
−60
−40
−20
0
20
40
60
x
std
(e)
/me
an(
y)
*
 (<   
	   		
 	   		 
 


 	
 	 	         	
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0
0.001
0.002
0.003
0.004
0.005
0.006
0.007
0.008
0.009
0.01
x
std
(y)
*
 '<   		
 	         	
&!
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0
0.5
1
1.5
2
2.5
3
3.5
4
4.5
x
std
(e)
/std
(y)
*
 & <   
	   		
 	   		 
 


 	
 		
 	         	
 
 L	 L;;

	
 &" ) 66& & '''6! &

	
 &" !5! ! & 5( ' )

	
 6"
	 
 " )&56 & 6)&' !

	
 &"
	 
 &" 5& ! & 6&!(5 !

	
 6"
	 
 6" !8(5 & &'686 !

	 
 &"
	
 &" !6(88 & '!)! 5

	
 6"
	 
 6" !&!8 & ')5  5

	
 "
	
 " !(6! & ()8)) 5

	 
 " &8)68 & 8))'  5

	
 6"
	
 6" (5 & 6&&! 5
 	 <   
 	 	
	
   +	 %1  
  
		2 	
	
&5
050
100
150
0
5
10
15
20
−1.5
−1
−0.5
0
0.5
1
x 10−3
tx
e(x
,t)
*
 &&< :		 
 


   %1  
  
		2 	
	
!  	 
, +	  
 %1    	
	 	 
	  
 	 	   
	  
  

    
/ +	  
     	 	 	  +	
	
 	  	  	 	
+ 	
  	     
	   - 	    	 	  
  	  
2  
	  	 	  	 
	 	 / %1  

	 

 	
	 	   
	 	
" #
  	
 
	 	 +		 
 
 L7;% P4"
$ 
=&>   , %  	 4

  Q &'('" -+	  -:
	
   	 
	


 
	 	
  	 

N )'  &!8&('
=>   , 	 %	 C   " -+	   	 	  

 
 	
	
   	   N 66 D ( 
5656)
&8
=6>   , 	 N $  * &'(5" %

	 	  	 

 	
     	   
 N )  D &  6!))
=)>   , 	 O R  &'')" D	
  		  

	
    	   
 N 5  D 5  && 8&& 
=!>  ,7 	 
	 %   !" %
	 
	
 
	


	  	 
	 	 	  	
	  	 	   

  
	 	        N(( D)! (5!((5
=5> %		  &''" , 		  	
	    
         %		 	 L	 " ,
$ 7 %  55(&
=8> %    , 	 1 $ &'('" :
	 	 	
 
	 
 		  	
  +	    	  

 N !  D !  &(86&('5
=(> %
  	 	

 , C  &'()" :	 
  
	

L
 	 	       N 5  56'5)(
='> % 9 % 	   # # &''" ,	  
 	
 	
 	
 		  
	 	 	        
  N 6   !&!&'
=& > %	C 	   ,   &" -+	   	 	  
/ 	
	 	
   ,(8  5!86
=&&> 0 1 O   , 	 $ # 1   !" -+	   	
	  
 	
	 	
  	  	    
		

=&> # 0 %	 1 	 1 Q &''!" %  	 
 	 	

	 	  .        N &&  &8
=&6> 4	 4 &'(!" 	
	 
   	 	 
    N 8) D !  & 66& ))
=&)> 4	 4 &'(5"     	 	   C&(  )8!)85
=&!> 4	 4 &'('	" 	
	 	   	 	 
	 	   C68  5 (
=&5> 4	 4 &'('" 7	
 	  	
	 	< 	
 
2   	 	
  
   C6)  &)&
=&8> 4	 4 " &''6" 
          $

+ 	

&(
=&(> 7	 D 	 #	  &''8" 7	
 
	  
  	 	
  ,6' D &6  '56 6
=&'>  # # 	 % 9 % &''" N
	  	  	 	 
	

    N )! 8''6
= >  	  1 	 
 N -    " D	
 
	  

  	 
	  	

	  	        N
65 D &  )'5 
=&> 9			   &''" 7  < 	  	 	  
 
N  D 6  6)66! 
=> 9			   	 4	 4 &''8"  	 	
	
	   	
  !"  N 8( D   )'8)6  
&'
